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Resumo. Este trabalho apresenta dois métodos analíticos para determinar a evolução da 
temperatura no aço, baseadas no teorema de Duhamel e no método das funções de Green. 
Estas soluções são baseadas no modelo unidimensional de condução de calor aplicado ao 
material de protecção, considerando uma condição de fronteira não homogénea na interface 
em contacto com o incêndio, estabelecidas para propriedades térmicas constantes e 
posteriormente adequadas a propriedades dependentes da temperatura através de um 
processo incremental. São comparados os resultados experimentais e os determinados por via 
analítica e numérica, utilizando o método dos elementos finitos. É ainda comparada a 
evolução da temperatura de vários perfis, considerando diferentes espessuras de protecção. 
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1. INTRODUÇÃO 
A verificação da segurança estrutural de elementos de aço, em situação de incêndio é 
efectuada atendendo às exigências de resistência ao fogo determinada segundo as 
especificações do Eurocódigo 3, Parte 1.2 e os regulamentos nacionais de segurança contra 
incêndio, [1, 2]. A exigência de resistência ao fogo de elementos estruturais é estabelecida 
segundo três domínios: domínio do tempo, domínio da resistência e domínio da temperatura.  
No domínio do tempo, a resistência ao fogo de um determinado elemento deve ser comparado 
com o tempo preestabelecido no regulamento. Este depende, essencialmente, do tipo de 
ocupação do edifício e da sua altura, podendo variar entre 30 e 180 minutos, de modo a 
garantir a evacuação dos seus ocupantes e dos elementos de combate ao incêndio. 
A verificação no domínio da temperatura requer o cálculo da temperatura de colapso, 
denominada de temperatura crítica. Devido à perda de resistência do aço com a temperatura, a 
temperatura crítica pretendida é obtida através da aplicação de medidas de protecção passiva. 
Esta situação implica o conhecimento do comportamento da reacção de materiais de protecção 
passiva em situação de incêndio, como é o caso da utilização de tintas intumescentes. As 
tintas intumescentes são materiais reactivos que reagem com a acção de um incêndio, 
originando um aumento de volume, criando uma camada protectora que reduz o aumento da 
temperatura no aço. O comportamento térmico da tinta intumescente influencia o 
comportamento global termo-mecânico dos elementos estruturais em condições de incêndio, 
uma vez que aumenta a resistência térmica e por consequência o tempo de resistência ao fogo. 
Este método de protecção apresenta menos peso introduzido na estrutura, a possibilidade de 
aplicação em estaleiro e a obtenção de um bom acabamento superficial, comparativamente às 
outras medidas de protecção. 
As especificações técnicas de protecção passiva são determinadas pelos fabricantes destes 
produtos, baseadas em ensaios experimentais confidenciais, utilizando elementos estruturais 
típicos (vigas e pilares), com e sem carga. Os resultados são apresentados em forma de tabelas 
ou gráficos, para diferentes temperaturas críticas, espessuras de protecção e diferentes 
períodos de estabilidade ao fogo. 
A análise da transferência de calor é fundamental para se determinar, de uma forma 
aproximada, a temperatura crítica de elementos com protecção ao fogo, na qual as 
propriedades do material de protecção e a temperatura dos gases de incêndio são factores 
essenciais. A metodologia actual para verificação de segurança, preconizada nas normas 
europeias, [1], não tem em consideração o aumento da espessura do material protector, nem a 
variação das propriedades térmicas e físicas com o aumento da temperatura, não descrevendo 
o comportamento real deste material, em situação de incêndio. 
Num trabalho anterior, os autores apresentaram um conjunto de ensaios experimentais de 
resistência ao fogo de vigas de aço protegidas com tinta intumescente e a condutividade 
térmica efectiva foi determinada em função da temperatura média do aço e dos gases do 
incêndio, [3]. 
Este trabalho apresenta um desenvolvimento analítico da transferência de calor em elementos 
estruturais protegidos, admitindo uma análise unidimensional da equação diferencial de 
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condução de calor, sujeita a condições de fronteira não homogéneas. Este método utiliza o 
teorema de Duhamel e o método das funções de Green para determinar a evolução da 
temperatura no aço. São apresentados resultados numéricos baseados no método dos 
elementos finitos obtidos através da PDEtoolbox do programa Matlab. Utilizando a variação 
da condutividade térmica efectiva, os resultados analíticos e numéricos são comparados com 
os resultados experimentais. O estudo é ainda apresentado para diferentes espessuras de 
protecção e factores de massividade. 
2. ENSAIOS EXPERIMENTAIS DE RESISTÊNCIA AO FOGO 
Os autores, num trabalho anterior procederam à execução de um conjunto de ensaios 
experimentais em vigas de aço protegidas com tinta intumescente de base solvente, [3]. As 
vigas, de perfil IPE100, possuíam diferentes espessuras de protecção, foram submetidas a uma 
taxa de aquecimento de 800 [ºC/h] e a variação da temperatura no aço foi medida através de 
termopares do tipo K, instalados por baixo da camada de tinta, ver Figura 1. 
 
 
Figura 1. Ensaios de resistência ao fogo. 
 
Os resultados considerados neste trabalho são relativos aos ensaios 5, 6 e 7, com um valor 
médio de espessura seca de 1329, 1441 e 1521 [µm], respectivamente. As medições 
efectuadas da temperatura dos gases de incêndio (Tg) e da temperatura no aço (Ts) são 
apresentadas nas figuras 4-6. 
Segundo o EC3-1.2, [1], o aumento da temperatura do aço com protecção ao fogo, sT∆ , é 
calculado através de um processo numérico incremental, dado por:  
 


















O incremento de tempo ( t∆ ) deverá ser inferior a 30 segundos para elementos metálicos 
protegidos. gT∆  representa o incremento de temperatura dos gases do incêndio verificado no 
incremento de tempo t∆ . AP  representa o factor de massividade do perfil, enquanto que id  
e ik  representam a espessura e a condutividade do material de protecção. O factor µ  
representa o rácio entre a capacitância do material de protecção e do aço. Sρ  e Sc  representam 
a massa especifica e o calor específico do aço. 
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A inversão da equação (1) permite determinar de forma explícita a condutividade térmica 
efectiva da protecção, considerando os valores medidos das temperaturas do gás e do aço, 
obtendo-se a seguinte expressão:  
 
( )


















= 131 10µµρ  (2) 
A condutividade térmica efectiva da tinta intumescente no instante ti é aproximada 
considerando a temperatura da protecção igual ao valor médio da temperatura do gás no 
instante actual e o valor da temperatura do aço no instante anterior ( ) ( )( ) 2)1( −+= iTiTiT sgp , 
[4]. 
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Figura 2. Variação da condutividade térmica efectiva do intumescente com a temperatura. 
 
Na Figura 2 é possível verificar que a condutividade térmica do intumescente é 
aproximadamente constante no intervalo de temperaturas de 300 a 750 [ºC] e pode ser 
comparada na sua forma, à solução apresentada por Tan et al [5]. 
3. SOLUÇÃO ANALÍTICA DA EVOLUÇÃO DA TEMPERATURA NO AÇO 
A análise de transferência de calor de elementos estruturais com protecção ao fogo requer, 
normalmente, a solução de um problema de difusão bidimensional. Como as condições de 
aquecimento consideram o elemento estrutural totalmente envolvido no fogo, o problema 
bidimensional pode ser aproximado pela equação unidimensional de condução de calor, 
considerando o método de parâmetros concentrados, ver a Figura 3, [6]. A espessura do aço 
sd  pode ser determinada, invertendo o factor de massividade do perfil. 
 

















Figura 3. Modelo unidimensional de transferência de calor. 
 
Considerando as propriedades do material de protecção constantes, independentes da 
temperatura, o campo de temperaturas é dado pela equação diferencial (3). 
 












α  (3) 
Onde o termo iiii ck ρα =  é relativo à difusividade da protecção, em que iρ  e ic  representam 
a massa especifica e o calor especifico, respectivamente. 
As condições de fronteira não homogéneas do modelo são dadas por: 
 ( ) 0),(,0 == xtTgtT  (4) 
 

















em que sQ  é a capacitância térmica do aço, ssss dcQ ρ= . Como condição inicial para a análise 
da transferência de calor é assumida uma temperatura uniforme. 
 ( ) 0, 0, 0 == tTxT  (6) 
A existência da condição fronteira não homogénea (dependente do tempo), equação (4), na 
interface entre a protecção e os gases de incêndio, implica uma resolução alternativa aos 
métodos clássicos. Os métodos utilizados e apresentados neste trabalho são os métodos do 
teorema de Duhamel e das funções de Green. 
3.1. Teorema de Duhamel 
O teorema de Duhamel permite alcançar uma solução do problema original, com condições de 
fronteira não homogéneas, com base no integral da solução de um problema auxiliar mais 
simples, com condições de fronteira homogéneas. 
Do teorema de Duhamel pode-se estabelecer que, se ( )trFv ,=  representa a temperatura em 
r  no instante t , de um corpo com uma temperatura inicial nula, considerando a temperatura 
na fronteira unitária, então a solução do problema, quando a temperatura na fronteira é 
variável no tempo, )(tφ , é determinada pela equação (7), [7]. 
 










Considere-se um novo problema auxiliar definido pelas equações (8-11), obtido através da 
mudança de variável. 
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α  (8) 
 ( ) 0,,0 0 == xt θθ  (9) 
 

















 ( ) 0, 00, == txθ  (11) 
A solução deste problema auxiliar, que pode ser determinada por métodos clássicos, é dada 
pela equação (12), [7]. 
 






























−=  (12) 
nβ  representa as raízes da equação transcendental µββ =nn tg . 
A temperatura no domínio do material de protecção pode ser determinada pelo teorema de 
Duhamel. 
 






















,)(,  (13) 
Quando a temperatura na fronteira do intumescente em contacto com o incêndio é dada pela 
curva de incêndio padrão ISO834, o integral da equação anterior não é de resolução expedita, 
envolvendo o integral do produto de uma função logarítmica por um exponencial. A forma de 
resolver este problema consiste em aproximar a curva de incêndio por uma soma de funções 
exponenciais, utilizada pelo regulamento Sueco, [6], e definida pela equação (14), 











jetTg φθ  (14) 
Os coeficientes jθ  e jφ  são constantes definidos na Tabela 1. 
 
Tabela 1. Coeficientes da função exponencial, equação (14). 
j
 
0 1 2 3 
[ ]Cºθ  1325 -430 -270 -625 
[ ]1−hφ  0 0.2 1.7 19 
 
Considerando a equação (14), a distribuição da temperatura no domínio do intumescente e no 




























































em que ( ) ( )[ ]µµββµβ +++= 22222 nnnnK . 
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3.2. Funções de Green 
Considere-se um problema genérico de transferência de calor, definido pela equação (17), na 
região R , sujeito à condição de fronteira (18) na superfície iS  e à condição inicial definida 
pela equação (19), [8]. 
 





















∂ ρ),(  (18) 
 
( ) ( )
 0, rFrT =  (19) 
O termo Tm2  poderá representar a perda de calor numa direcção lateral, )(rfm = . A 
condição de fronteira (18) pode representar cinco condições de fronteira distintas, impondo 
0=ik  ou k , 0=ih  ou h  e também 0=b  ou 0≠b . 
O método das funções de Green (FG) define uma função, utilizando-a para determinar a 
solução do problema original. Uma FG, ( )τ,, rtrG ′ , representa a temperatura na posição r , 
no instante t , obtida através de uma fonte de calor instantânea e unitária localizada em r′  e 
libertada no instante τ . As funções de Green devem satisfazer a propriedade de causalidade, 
em que 0=G  para 0<−τt  e 0≥G  para 0>−τt , assim como a propriedade de 
reciprocidade, em que ( ) ( )trrGrtrG −−′=′ ,,,, ττ . 
A FG do problema definido pelas equações (17-19) deve obedecer ao seguinte problema 
auxiliar, em que o operador 20∇  é relativo às coordenadas auxiliares 'r . 




















i  (21) 
 ( ) 0,, 0 =′ =ττrtrG  (22) 
δ  representa a função delta Dirac. Este problema auxiliar possui condições de fronteira 
homogéneas e uma temperatura inicial nula. 
Reescrevendo a equação (17) em função das variáveis r′  e τ , obtém-se. 
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rT  (23) 
Multiplicando a equação (23) por G e a equação (20) por T e subtraindo esta última à anterior, 
obtém-se a equação (24). 











0  (24) 
Integrando a equação (24) relativamente a r′ , na região R , e também em relação a τ  desde 0 
a ε+= tt* , em que ε  representa um pequeno incremento de tempo positivo, utilizando o 
teorema de Green e explicitando em ordem a ( )trT , , determina-se a equação (25). 
 
( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )









































































A equação anterior define o campo de temperaturas de um sólido com condições de fronteira 
não homogéneas prescritas. Na equação a FG deve ser determinada no instante 0=τ  e o 
quarto termo considera os efeitos das condições de fronteira de Dirichlet.  
Quando a equação diferencial e as suas condições de fronteira são homogéneas, a equação 
(25) reduz-se à equação (26). 
 ( ) ( ) ′′′=
R
vdrFrtrGtrT )(0,,,  (26) 
A função ( )0,, rtrG ′  é determinada através da solução do problema homogéneo e por 
comparação desta com a equação (26). Segundo Ozisik [9], a função ( )τ,, rtrG ′  pode ser 
obtida através da substituição de t  por τ−t . 
Considere-se o problema auxiliar definido pelas equações (8-11), considerando que 
( ) 0θ=xF . Utilizando o método da separação de variáveis, com a mudança de variável 
( ) )().(, txXtxT ϕ= , a solução do problema é definida por: 













=  (27) 
em que ( ) ( )immm dxxX ββ sin, =  e β  são as soluções da equação transcendental já 
apresentada. Expandindo )(xF  numa série de Fourier, considerando a propriedade de 
ortogonalidade, a solução do problema auxiliar homogéneo é dado por, 
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onde )(xw  é uma função peso igual a ( ) ( )xLLQQxw si −+= δ1)(  e a norma é dada por 





,)( ββ , [8]. 
A FG é obtida através da comparação das equações (28) e (26). A solução do problema não 
homogéneo definido pelas equações (3-6) é a apresentada na equação (29). 
 ( ) ( )( )




































τα  (29) 
Considerando que a temperatura de incêndio é definida pela equação (14), a evolução da 
temperatura do aço é determinada pela equação (30). 
 ( )


















































β  (30) 
3.3. Comparação da variação da temperatura segundo os dois métodos 
A Figura 4 apresenta uma comparação, dos métodos apresentados e da formulação presente no 
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Figura 4. Comparação da evolução da temperatura no aço. 
 
O caso de estudo é relativo a um perfil HEA300, com um factor de massividade de 153 [m-1], 
protegido por placas de gesso de 40[mm]. As propriedades térmicas do aço e do material de 
protecção consideradas são as apresentadas na Tabela 2. 
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Tabela 2. Propriedades térmicas do aço e do material de protecção. 
Aço Protecção (Placas de gesso) 
sρ  sc  sk  iρ  ic  ik  
7850 600 45 1440 840 0.48 
 
A Figura 4 apresenta uma boa aproximação entre ambas as soluções quando são utilizados no 
mínimo três termos. Com seis termos os resultados obtidos pelo método das funções de Green 
e pelo teorema de Duhamel são quase coincidentes. 
 
4.VALIDAÇÃO DOS RESULTADOS EXPERIMENTAIS 
Esta secção compara os resultados dos ensaios experimentais de resistência ao fogo em perfis 
protegidos com tinta intumescente, apresentados na secção 2, com os resultados analíticos e 
numéricos. Em ambos os métodos foi considerada a variação da condutividade térmica 
efectiva obtida pelos ensaios experimentais e apresentados na Figura 2. Como as equações 
(16) e (30) foram obtidas assumindo propriedades térmicas constantes, a evolução da 
temperatura no aço foi determinada recorrendo a um processo incremental, baseado numa 
diferença finita à frente. As restantes propriedades térmicas foram consideradas independentes 
da temperatura e iguais a [ ]3/1360 mkgi =ρ  e [ ]KkgJci //1000= . As propriedades do aço 
são as apresentadas na Tabela 2. Os resultados numéricos foram obtidos através de uma 
análise bidimensional baseado no método dos elementos finitos realizada na PDEToolbox do 
software Matlab. Em ambas as soluções foi considerado um incremento de tempo de 30s, para 
garantir estabilidade numérica. 
Nas figuras 5 a 7 são apresentados os resultados analíticos e numéricos da evolução da 
temperatura do aço em comparação com os resultados experimentais. Nas figuras TDTs −  e 
FGTs −  representam os resultados obtidos pelo teorema de Duhamel e pelo método das 
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Figura 5. Evolução da temperatura no aço, teste 5. 
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Figura 7. Evolução da temperatura no aço, teste 7. 
 
As figuras mostram que se obtém uma melhor aproximação entre os resultados analíticos e 
experimentais na fase inicial de aquecimento. Na fase final verifica-se que os resultados 
analíticos e numéricos mostram uma ligeira divergência. 
As figuras 8 a 10 apresentam a evolução da temperatura no aço de três perfis, HEA 300, 
IPE330 e IPE160, com factores de massividade (SF) 153, 200, e 310 [m-1], respectivamente, 
protegidos com diferentes espessuras de tinta intumescente, 1000, 1500 e 2000 [µm]. 
No caso da espessura de protecção de 1000 [µm], foi considerada a temperatura dos gases de 
incêndio e a condutividade térmica efectiva do teste 5. Nos restantes casos foram considerados 
os dados do teste 6. 
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Figura 10. Evolução da temperatura no aço, [ ]md i µ2000= . 
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Os resultados anteriores mostram que, para a mesma espessura de protecção, a temperatura no 
aço aumenta com o valor do factor de massividade do perfil. Os resultados baseados no 
teorema de Duhamel são sempre superiores aos obtidos pelo método das funções de Green. 
Este diferença é atenuada para valores mais reduzidos do rácio da capacitância térmica da 
protecção e do aço, µ, verificados em valores mais elevados do factor de massividade ou 
valores reduzidos da espessura de protecção. 
Os resultados numéricos encontram-se mais próximos dos obtidos pelo método das funções de 
Green. 
5. CONCLUSÕES 
- Foram apresentadas duas soluções analíticas para determinar a evolução da 
temperatura do aço com protecção ao fogo. As soluções são baseadas no teorema de 
Duhamel e no método das funções de Green. Verificou-se que se obtém uma 
aproximação adequada com seis ou mais termos.  
- Os resultados experimentais foram comparados com as soluções analíticas e com 
resultados numéricos obtidos pelo MEF. Os resultados numéricos prevêem 
temperaturas mais baixas, na fase inicial e intermédia dos testes, em comparação com 
os resultados analíticos. 
- As duas soluções analíticas convergem para valores mais reduzidos do rácio da 
capacitância térmica do material de protecção e do aço. 
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